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①
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　　摘　要: 　在常规横向剪切干涉仪的基础上,利用波前周期延拓的假设,基于小波变换的
方法实现了波前重构。这种波前复原实现了光滑波前的快速重构,并且能够较好地快速重构非
模式波前。数值模拟表明,该方法对波前复原的精度优于常规多项式拟合方法。利用该方法在
不均匀介质对波前的扰动的测量重构表明,重构波前比常规多项式拟合重构波前合理。
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　　横向剪切干涉仪 ( la tera l shear in terferom eter- L S I)以其系统灵活简单,对环境的要求低等特点,
在波前检测上得到了广泛的应用[ 1, 2, 3 ]。常规的波前重构都是在假设波前相位分布为一光滑函数的条件
下利用多项式拟合[ 4 ] ,在重构算法和信息的完整性方面存在着较大的缺陷[ 5, 6 ]。文献[5 ]利用剪切干涉仪
的合成进行了波前重构的实验; 文献[6 ]在此基础上提出了波前延拓剪切干涉 (w avefron t p ro longat ion
shear in terferom eter2W PS I) ,并证明了可行性。但利用L S I的合成,需要 3个以上的M ach2Zehnder型

干涉仪进行级联,装置比较复杂。尽管W PS I解决了常规L S I的困难,但同时却失去了L S I系统灵活简

单等优点。如何在不改变常规剪切干涉的条件下,寻找一种能够利用现有剪切干涉所携带的波前信息,

比较好地重构波前的数学方法,便是本文的一个出发点。从数学形式上考察剪切干涉,可以发现L S I的

测量是波前的差分在某些特定位置的采样值,即波前函数在单一尺度下两个位置的差值。若将这个差分

值进行小波变换则我们可以得到波前函数在多个尺度下不同位置的差值,即波前差分的小波变换系数。

如果寻找到某种线性变换将这些小波变换系数在考察的尺度范围内进行重组,得到波前函数在特定尺

度范围内的小波变换系数,再利用逆小波变换便可重构出特定尺度范围内的波前。当然,这样便可以根

据波前测量所需要的精度来决定尺度的范围。

1　剪切干涉与小波变换
1. 1　剪切干涉

　　为简单起见,考虑一维情形。假设波前函数为W (x ) , 0≤ x ≤D ,剪切量为 s。则由L S I剪切干涉

后可以测得波前的差分值

∃W (x ) = W (x ) - W (x - s) ,　　s≤ x ≤D (1)

　　利用条纹识别技术,可以得到 ∃W (x ) 的采样值。离散情况下,假定 ∃W (x ) 在 s≤ x ≤D 的采样值

为 ∃W 0, ∃W 1,⋯, ∃W N - S - 1,则与之对应的W (x ) 在 0≤ x ≤D 采样为W 0,W 1,⋯,W N - k ,⋯,W N - 1, [ 0,

s ] 上有 S 个采样点。则方程 (1) 离散为

∃W i = W i+ S - W i,　　i = 0,⋯,N - S - 1 (2)

易知, (2式)为一 S 阶差分方程,需已知W (x ) 在 S 个点上的值才可以完全求解。

　　常规波前重构假定W (x ) 为一光滑函数,则W (x ) 可以由一组正交多项式 P n (x ) 展开[ 4 ] ,即

W (x ) = ∑
i

C lP l (x ) ,　∃W (x ) = ∑
l

C l [P l (x ) - P l (x - s) ] (3)
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利用最小二乘法从 ∃W i 拟合得系数C l,从而重构波前W (x )。实际上,已知W (x )在 S 个点上的值是很

难做到的,并且某些情况下波前并不是光滑函数,还有可能为突变函数,例如平面波从某粗糙表面反射,

光束通过流场空间[ 7, 8 ]等。另外,多项式拟合还有能否收敛及收敛速度等问题。针对这些实际情况,考虑

到小波分析在突变信号处理中的成功应用,我们尝试利用小波变换实现剪切干涉的波前重构。

1. 2　小波变换与波前剪切

　　设小波母函数、小波父函数 (尺度函数) 分别为 7 (x ) 和 Υ(x ) [ 9 ]。考虑二进小波有

7 n, k (x ) = 2nö27 (2nx - k ) (4)

且 7 (x ) 和 Υ(x ) 满足如下关系

Υ(x ) = 2∑
k

k k Υ(2x - k ) , ∑
i

h i = 1,　7 (x ) = 2∑
k

g k Υ(2x - k ) , ∑
i

g i = 0 (5)

　　由小波的性质可知, {7 n, k (x ) }构成函数空间的标准正交基,则

f (x ) = ∑
n, k

d
(n)
k 7 n, k (x ) (6)

其中, {d
(n)
k }为 f (x )在小波基为 7 n, k (x )下的小波变换系数。

　　在信号为离散情况下,M alla t为小波变换构造了一种类似 fast Fou rier t ran sfo rm (FFT )的快速线

性运算,即离散小波变换 (d iscrete w avelet t ran sfo rm - DW T ) [ 10 ]。基本思想为:利用实验采样离散值 f k

构造函数 f (x ) ,即

f (x ) = ∑
k

f k Υ(x - k ) (7)

令 c
(0)
k = f k , 结合 (4)、(5)、(6)三式,可以推出

c
(1)
k = ∑

p

hp - 2kc
(0)
p ,　d

(1)
k = ∑

p

g p - 2kc
(0)
p (8)

将 c
(1)
k 替代 c

(0)
p 重复进行上式运算,依次下去得到{f k }的DW T 系数{d

(n)
k },这就是著名的M alla t分解算

法[ 10 ]。由 (5) 式{h i}、{g i}的取值可知, (8) 式中{c
(1)
k }保存了{c

(0)
p }的低频成分,而{d

(1)
k }保存了{c

(0)
p }的高

频成分,即 (8) 式实现了对{c
(0)
p }的低高通滤波。另外,由于{c

(1)
k }, {d

(1)
k }又分别是{h i}, {g i}与{c

(0)
p }的卷

积,则{c
(1)
k }, {d

(1)
k }又包含了{c

(0)
p }的分布位置信息。DW T 的逆运算 IDW T 只要将该过程颠倒,即

c
(0)
k = ∑

n

h k- 2nc
(1)
n + ∑

n

g k - 2nd
(1)
n (9)

　　通常情况下,离散小波取有限支撑小波,即 {h i}和{g i}只有有限个值不为 0,如D aubech ies小波[ 12 ]。

很明显,DW T 为线性运算,可以用一矩阵表示,设一维DW T 分解算子矩阵为M W ,已证明M W 为正交矩

阵,则 IDW T 的算子矩阵为M T
W。设一维离散信号为矢量 F ,则M allet算法及逆运算的矩阵表示为

F� = M W F ,　F = M T
W F� (10)

设A 为二维待变换信号,则二维DW T 的矩阵表示为

A� = M W A M T
W (11)

将小波变换用于剪切干涉,先对W (x )进行小波变换,有

W (x ) = ∑
n, k

d
(n)
k 7 n, k (x ) (12)

可以推得

∃W (x ) = ∑
n, k

d
(n)
k [7 n, k (x ) - 7 n, k (x - s) ] = ∑

n, k

q
(n)
k 7 n, k (x ) (13)

其中 q
(n)
k = d

(n)
k - d

(n)
k- 2nS (14)

　　比较 (3)式与 (13)式可以发现,利用正交多项式拟合,是在单一尺度下正交多项式的两个位置的差

函数来拟合波前差分值;而小波变换是利用各种尺度下对应位置的小波函数差来分解波前差分值,这个

分解过程也是小波变换。并且W (x ) , ∃W (x )的小波变换系数存在如 (14)式的关系,即由W (x )的小波

变换系数在各种不同尺度下对应位置的差值可以得到 ∃W (x )的小波系数。则波前重构的思路为
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∃W (x ) →
samp ling

∃W i →
DW T

q (n , k ) →
?

d (n , k ) →
IDW T

W (x ) 。关键问题是小波变换系数重组能否实现,

(14)式的逆运算是否存在。

2　波前重构
　　实际情况下,剪切干涉的测量值为 ∃W (x )的采样值 ∃W i,记 ∃W = [∃W 0,⋯, ∃W N - S - 1 ]T 为其矢量

表示,与之对应的重构波前在采样点上的值的矢量形式为W = [W 0,⋯,W N - S - 1 ]T ,则有

∃W = S WW (15)

其中 S W 为L S I的剪切矩阵。简单的推导可知 ûS W û = 0,即 S W 不可逆。由于DW T 为线性运算,对 (15)

式两边同时进行DW T ,所得S W 的二维DW T 矩阵也不可逆。也就是说, ∃W 的小波变换系数的精确重组

在常规L S I下是不可能的。正因为S W 不可逆,文献[6 ]提出了W PS I,实现了波前的完全重构。主要原因

是对波前进行了周期延拓,引入了波前延拓剪切干涉矩阵 S W P。已经证明 S W P在很多剪切条件下是可逆

的,当然 S W P二维DW T 矩阵也可逆。受这种思想的启发,在常规L S I不改变硬件的条件下,将测得的

∃W 进行延长,简单起见令 ∃W i = 0,得 ∃W p = [∃W 0, ∃W 1,⋯, ∃W N - S - 1, 0,⋯, 0 ]T。如果剪切矩阵采

用周期延拓剪切矩阵 S W P ,由于 ∃W
p 的延长任意性,而 ∃W

p 的取值对W 的各点的取值都有影响,这样

重构出的W 必定是不稳定的,因而直接利用 S
- 1
W P ∃W

p 重构是行不通的。考虑到信号的DW T 既能反映

信号的频率分布信息,又能记录信号的位置信息。将 ∃W
p 进行小波变换得 ∃W

� p ,即

∃W
� p = M W ∃W p (16)

可见,由于 ∃W
p 的延长造成信号的拐点,故 ∃W

� p 的小尺度 (“高频”)成分中,延长起点位置对应的“频

率”值较大,但由于该拐点接近信号的端点,而一般非零信号的端点的小波变换系数也较大。如果处理中

将信号任意延长部分在高频区段对应的“频率”值置 0,就可以基本消除由于 ∃W
p 的延长所带来的小尺

度的影响。因DW T 将信号的“低频”成分 (光滑部分)压缩在小波系数的前部很少的点中,一般取小波系

数的前N ö8个点就可以很好重构信号的低频部分,故 ∃W
p 的延长所带来的低频影响可以忽略。因而在

算法中,通常利用 ∃W
� p 的前m (m≤N ö8)个点,即 ∃W

� p
m 来近似 ∃W

� p ,当波前为光滑函数时, N ö16已经

足够。图 1给出了波前函数为 sin (Π2
x

2)·x 的剪切延长前后的小波系数,其中N = 128, S = 11,M W 取

DAUB 20小波[ 12 ]。很明显,由于 sin (Π2
x

2)·x 为光滑函数,其剪切延长后的小波变换的“高频”成分 (系

数的左侧)绝大多数接近 0。还可看出,小波系数的前N ö8即 16个系数值已经涵盖了信号DW T 的大部

分信息,并且从 652128, 33264, 17232,⋯各个尺度中可以看出端点的小波系数值已经淹没了由于延长所

F ig. 1　T he p lo t of function W (x ) and ∃W (x ) w ith their DW T

图 1　函数W (x ) 和 ∃W (x )及其离散小波变换曲线

引起的系数变化。在 ∃W
p 的延长假设下,方程 (16)的DW T 形式为

∃W� p = (M W S W PM
T
W )W� p = S�W PW

� p (17)

其中S�W P = (M W S W PM
T
W ) 为S W P的二维DW T。显然,通过对 (17) 式的N 阶线性方程求解即可实现重构。
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F ig. 2　T he surface p lo t of inverse m atrix of DW T of W PS IM

图 2　矩阵W PS IM 的离散小波变换后的逆矩阵

在文献 [6 ] 中可以发现, 波前延拓剪切干涉矩阵

为一稀疏矩阵,其非零元素集中在反对角线附近。

通过数值计算发现, (S�W P ) - 1 仍为稀疏矩阵,一个

带状矩阵, 图 2 为矩阵 (S�W P ) - 1 的取值, 其中M W

为 128 × 128 的 DAUB 20 算子[ 11 ]。可以发现,

(S�W P ) - 1 的取值,前N ö8列占了主体。如果W� P
m能

够较好地近似W� P ,我们可以取 (S�W P ) - 1 的前N ö8

×N ö8的子矩阵来实现方程 (17)。幸运的是,这

个条件可以满足 (如图 1)。在以上的假定与分析

下,方程 (17)简化为

W� p
m = (S�W P ) - 1

m×m ∃W� p
m (18)

其中m 为简化的阶数,以上讨论m 取N ö8。

　　基于小波变换的波前重构 (L S IW T )方法为:

∃W (x ) →
samp ling

∃W →
p ro longation

∃W p
i ( i= 0,⋯,N - 1)

→
DW T

∃W� p →
filter

N ö8
∃W� p

m →
(S�W P

) - 1
m×m

W� p →
supp lied by 0

W� p →
IDW T

W p →
revert

W (x ) 。

3　数值模拟
3. 1　非模式波前的快速重构

　　数值试验中令待测波前函数为W (x ) = sin (Π2x 2) õ x。将 ∃W (x ) 进行采样,采样点数为N 2S ,剪切

量 s取为 S 个点,添 0后构成 ∃W p ,其中N = 128, S = 11。构造周期延拓剪切矩阵 S W P 及其DW T 矩阵

S�W P ,小波函数取DAU B 20小波[ 11 ]。从以上分析可知,对于光滑波前函数,DW T 有很好的“压缩”能力,

运算中,取m ≤N ö8。由于DW T、IDW T 为快速运算,故重构的运算量主要在于求解 (17)式的m 阶线

性方程组,计算时采用 SVD (奇异值分解)方法。在前面的分析中已经知道,一般m 取小于N ö8个采样

点,运算量大大降低。而对于常规多项式拟合,如果拟合阶数为 l,则需要利用 SVD 方法求解一个 l阶最

小二乘法问题。如果 l= m , l阶最小二乘法问题的运算量远大于m 阶线性代数方程组问题。一般情况下

对于波前为光滑函数情形, m 取N ö16就能很好地重构,因而对于光滑波前, L S IW T 是一种快速算法。

图 3给出了 l= m = N ö16, L S IW T 与多项式对W (x )重构的比较,直观可以看出,在快速运算的情况下,

L S IW T 的重构误差比多项式重构小。图 3还给出了m = N ö8的L S IW T 重构,可见,随着m 的增加,重

构的偏差会大大减小,此时偏差主要出现在信号的两端,主要是由于简单“高频”过滤所造成的。

F ig. 3　Comparison of w avefron t reconstruction by L S IW T (a) and po lynom ial (b) fit t ing of sin (Π2x 2)·x

图 3　待测波前函数 sin (Π2x 2)·x 在L S IW T (a)和多项式 (b)拟合下的重构比较
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3. 2　突变波前的重构

　　小波分析作为一个信号处理的有用工具,尤其在突变信号处理中得到了极为广泛的应用。在实际波

前测量中, 许多情形波前为突变函数, 如光束从某粗糙光学表面反射, 光束通过强湍流后的 phase2
disloca t ion [ 7, 8 ]等。这些突变波前的剪切干涉条纹在通过多项式拟合时在收敛性问题上很难解决,能否

利用小波分析来解决这一困难便是本节数值模拟要说明的。数值模拟的方法同 3. 1节,取N = 128, S =

11。突变函数取三角形函数 T ri(x )。重构前后的函数图形及重构误差见图 4。从直观比较可以看出,对

突变波前,多项式拟合有时不能很好地重构,而L S IW T 能够比较好地重构,且L S IW T 的运算量比较小。

F ig. 4　Comparison of w avefron t reconstruction by L S IW T (a) and po lynom ial (b) fit t ing of T ri(x )

图 4　三角函数 T ri(x )的L S IW T (a)和多项式 (b)拟合重构比较

4　应　用
　　在流场的光学不均匀性测量中,往往通过对通过流场的光束的波前畸变的测量,反推出流场的密度

分布。我们利用剪切干涉仪对气动窗口的流场不均匀性进行了测量。气动窗口的流场方向由下往上,设

为 y 方向,与剪切干涉仪的剪切方向相同。气动窗口大小为 30mm×30mm ,剪切量设为 0. 5mm。测得流

场启动前后的剪切干涉条纹如图 5。

F ig. 5　Shear in terference patterns w ith s= 0. 5mm in 0s (a) , 1, 4s (b) , 2. 32s (c)

图 5　0 (a)、1, 4 (b)、2. 32 (c)秒时刻 s= 0. 5mm 剪切干涉图形

　　由气动窗口的流场性质可知,窗口中在左右两侧壁存在边界层流,窗口中心区主要为激波和膨胀

波,故流场中心区域的密度变化主要在 y 方向上,即中心区域的畸变波前为 y 的一维函数W (x , y ) = W

(y )。通过对条纹的光滑滤波和极值位置的处理,可以得到扰动波前差分值在标准条纹位置的采样值

∃W (y i) ,见图 6 (a)。图 6 (b)分别给出了利用多项式和L S IW T 重构的一维波前。重构过程中由于标准

条纹的测量误差,对标准条纹位置的采样值 ∃W (y i)进行了插值计算。从重构的波前来看,二者都反映

了波前的大尺度倾斜信息,但多项式重构很难反映出波前小尺度畸变,并且随条纹采样点的影响较大,

而L S IW T 可以更多地复原待测波前的信息且比较稳定。

5　结　论
　　常规横向剪切干涉仪 (L S I)的波前重构虽然具有结构简单,对环境要求低等优点,但重构算法有其
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F ig. 6　T he samp ling (a) of ∃W (y ) and reconstructed (b) w avefron t

图 6　∃W (y )的采样 (a)和重构 (b)波前

局限性。周期延拓剪切干涉仪 (W PS I)解决了这一局限性,但又在一定程度上复杂了装置。针对这一情

况,我们从重构算法入手,分析了小波分析在对信号处理中的成功应用,提出利用小波变换进行波前重

构的设想。在重构中结合周期延拓剪切干涉的思想,在假设波前周期延拓剪切的前提下,利用周期延拓

剪切矩阵成功实现了基于小波变换的对光滑波前的快速重构,同时也实现了对突变波前的快速重构。

　　通过与常规L S I的多项式拟合的重构算法的数值模拟和在不均匀介质对波前扰动测量中的应用

比较表明,基于小波变换的波前重构算法计算速度快、重构精度高。
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A new a lgor ithm for pha se retr ieva l by la tera l shear in terferom eter

XU X iao2jun, LU Q i2sheng, L IU Ze2jin, SU Bo2hong

( Institu te of S cience, N ationa l U n iversity of D ef ense T echnology , Chang sha 410073, Ch ina)

　　Abstract: 　O n the assump tion of w avefron t p ro longation, a new op tical phase retrieval algo rithm by conven tional

la teral shear in terferom eter w ith w avelet transfo rm is in troduced. W ith th is m ethod, the device rem ained the sam e, bu t

the fast reconstruct ion of smoo th w avefron t as w ell as rough w avefron t is realized. By compu ter sim u lat ion, its

reconstruct ion p recision is bet ter than the po lynom ial fit t ing. In the m easu rem en t of inhomogeneous m edia, its resu lt is

reasonab le.

　　Key words:　shear in terferom eter; w avelet transfo rm; w avefron t p ro longation; phase retrieval
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